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FijR FRIEDRICH KASCH ZUM SECHZIGSTEN GEBURTSTAG 
Ein klassisches Problem in der Theorie der abelschen Gruppen ist die 
Frage nach der Realisierbarkeit einer abelschen GruppeA durch eine 
Erweiterungsgruppe, das hei& die Frage nach der Existenz von abelschen 
Gruppen B und C, so da13 A zu Ext,(B, C) lsomorph ist. In der vorliegenden 
Arbeit l&en wir uns vom Grundring der ganzen Zahlen und behandeln eine 
naheliegende Variation des Realisierbarkeitsproblems, die wir nun 
beschreiben. 
Sei C ein (Links-) Modul iiber einem Ring R und bezeichne D den 
Endomorphismenring von C. Mit einem beliebigen R-Modul L trtigt die 
Erweiterungsgruppe Ext,(C, L) eine D-Linksmodulstruktur, und wir fragen, 
zu welchem D-Modul D ein L derart existiert, dal3 J2 zu .Ext,(C, L) 
isomorph ist (Ext bedeute stets Ext ‘). 
Man erkennt sofort, da13 diese Frage folgendermal3en einzuschrtinken ist. 
Die Gruppe Ext,(C, L) wird von jedem Endomorphismus d E D annulliert, 
der sich iiber einen projektiven R-Modul faktorisieren 1113t. Die Menge aller 
d E D mit dieser Eigenschaft bildet ein zweiseitiges Ideal P(C, C) von D. Der 
Modul B 11fit sich also hiichstens dann als Ext,(C, L) realisieren, wenn 
P(C, C) . 6’ null ist, das heil3t, wenn R bereits ein Modul iiber dem 
Faktorring d = D/P(C, C) ist. 
Der folgende Satz von Auslander und Reiten beantwortet die 
Realisierbarkeitsfrage fiir gewisse Moduln C iiber einer Artin-Algebra R 
vollstlndig. 
SATZ 13, Proposition 3.51. Sei R eine Artin-Algebra, und sei C ein 
endlich erzeugter R-Mod& mit der Eigenschaft Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C). 
Dann gibt es zu jedem A-Modul 0 einen R-Modul L, so daJ & zu 
dExtR(C, L) isomorph ist. 
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Unser Hauptergebnis ist die Verallgemeinerung dieses Satzes auf beliebige 
Ringe. Wir skizzieren unser Vorgehen. 
Wir zeigen zunachst, dal3 zu einem endlich prtisentierten R-Modul C ein 
R-Modul A existiert, so da13 die folgenden zwei Aussagen gelten, die spater 
eine entscheidende Rolle bei der Losung des Realisierbarkeitsproblems 
spielen: 
SATZ l(3). dExtR(C, A) ist ein injektiver Kogenerutor. 
SATZ 2. Fur jeden R-Mod& X ist die kanonische Abbildung von 
Hem, (X A ) nach Hom,(Ext.(C, X), Ext, (C, A )), die einem 
Homomorphismus g den Homomorphismus Ext(C, g) (= Fasersummen- 
bildung mit g) zuordnet, surjektiv. 
Fiir eine Artin-Algebra R und einen endlich erzeugten R-Modul X ist 
Satz 2 in [3, Theorem 3.31 enthalten. Der dort gefiihrte Beweis benutzt 
Methoden, die fur Artin-Algebren typisch sind (Verwendung der Dualitlit, 
Einsatz von Langenargumenten), wir ersetzen ihn durch einen allgemeineren; 
fur die spatere Anwendung von Satz 2 ist es wesentlich, dal3 wir dabei keine 
Endlichkeitsvoraussetzung fur X beniitigen. 
Noch eine Bemerkung zur Wahl von A. Diese Wahl wird nahegelegt durch 
die Gestalt des linken Terms einer fast zerfallenden Folge (almost split 
sequence), siehe dazu [ 11. Wir beweisen in diesem Zusammenhang folgenden 
Satz: 
SATZ 4. Gegeben seien R-Moduln A und C, deren Endomorphismen- 
ringe lokal sind. C sei nicht projektiv. Sei ,Ext,(C, A) ein minimaler 
injektiver Kogenerator, und sei fur jeden R-Modul X die Abbildung 
Hom,(X, A) 3 g t+ Ext(C, g) E Hom,(Ext,(C, X), Ext,(C, A)) surjektiv. 
Dann ist jedes erzeugende Element des Sockels von ,Ext,(C, A) eine fast 
zerfallende Folge. 
Aus den Satzen l(3) und 2 lesen wir ab, dal3 fur einen endlich priisen- 
tierten R-Modul C mit lokalem Endomorphismenring bei geeigneter Wahl 
von A die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt sind. Als Anwendung erhalten 
wir damit einen elementaren und rein modultheoretischen Beweis von 
Auslanders Existenzsatz iiber fast zerfallende Folgen (siehe [ 1 I). 
In Satz 6 beweisen wir unsere Verallgemeinerung des oben zitierten 
Realisierbarkeitssatzes von Auslander und Reiten. 
In Beispie19 geben wir eine grol3e Klasse endlich prisentierter R-Moduln 
C an, die der Bedingung Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C) geniigen. Es wird sich 
such zeigen, dal3 in der Rolle von A jeder Endomorphismenring eines endlich 
erzeugten O-Moduls M auftritt, dessen O-Duales M* null ist; der Ring 0 ist 
dabei beliebig. 
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Sei nun P, ddl P, +do C -+ 0 eine fest gewlhlte endlich erzeugte projektive 
Auflosung von C. Dann wird der transponierte Modul von C, der R- 
Rechtsmodul Tr C, deflniert als Kokern von d: (* bedeutet Dualisierung 
beztiglich R), man hat also eine exakte Folge P,* ddf P: -+k Tr C-, 0 mit 
dem kanonischen Epimorphismus k. Einzelheiten tiber die “Auslander- 
Bridger-Dualitat” Tr findet man in [ 11, [2] oder [3], wir benutzen hier nur 
noch die Tatsache, da13 ein Ringisomorphismus 
d = D/P(C, C) 3 a++ Tr d E T/P(Tr C, Tr C) 
existiert, wobei T den Endomorphismenring von Tr C bezeichnet; wir fassen 
diesen Isomorphismus als Identilikation auf. Wir schreiben Homo- 
morphismen von Linksmoduln rechts vom Argument; die Verkniipfung fg 
bedeutet dann, dal3 zuerst f und anschlieljend g anzuwenden ist. 
Rechtsmodulhomomorphismen werden wie iiblich verwendet. 
Seien E ein injektiver T-Modul, J = Hom,(,Tr C,, TE) und 
G = End&4). Die Komposition der kanonischen Isomorphismen 
Horn@, E) s Hom,(Tr C OR Hom,(Tr C, E), E) z Hom,(Hom,(Tr C, E), 
Hom,(Tr C, E)) = Horn,@, A) liefert den Ringisomorphismus 
A : End(,E) 3 s t, Hom(Tr C, S) E G, 
der den Modul E zu einem T - G - Bimodul macht. 
SATZ 1. Seien C ein endlich prasentierter R-Modul, T = End(Tr C,), rE 
injektiv und A = Hom,(Tr C, E). Dunn gelten folgende Aussagen. 
(1) Die Abbildung u: Ext,(C, A) -+ E, 
~$0 + Hom,(Tr C, E) -+ M + C + 0) = 5 (k(y/i))((pt) c), 
i=l 
ist ein Monomorphismus von T- G - Bimoduln. Dabei ist (v/i, pt)i= ,,...,,, 




u ist unabhiingig von der Wahl von c. 
(2) Bi(a) = Ann,(P(Tr C, Tr C)), das ist der Annullator von P(Tr C, 
Tr C) in E. 
(3) ,Ext,(C, A) ist injektiv. Falls TE ein injektiver Kogenerator ist, so 
ist ,Ext,(C, A) ein injektiver Kogenerator. Falls C einen lokalen 
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Endomorphismenring besitzt und nicht projektiv ist, und falls =E injektive 
Hzi’lle des einfachen T-Moduls ist, der von P(Tr C, Tr C) annulliert wird, so 
ist dExt,(C, A) ein minimaler injektiver Kogenerator. 
Beweis. Man hat nachzurechnen, da13 u die Komposition der folgenden 
kanonischen Isomorphismen ist, von denen jeder T - G - linear ist: 
Ext,(C, Hom,(Tr C, E)) 
z Hom,(TorT(Tr C, C), E) 
g Hom,(T/P(Tr C, Tr C), E) 
z Ann,(P(Tr C, Tr C)) 
cE. 
(Den zweiten Isomorphismus erhllt man mit dem A -A - Isomorphismus 
Torf(Tr C, C) z A, siehe dazu [ 1, Proposition 3.2; 3, Proposition 2.21.) 
Damit folgen alle weiteren Behauptungen. 
SATZ 2. Seien C, T, E und A wie in Satz I erkllirt. Sei X ein beliebiger 
R-Modul. Dann ist die Abbildung 
Ext(C, -) : Hom,(X, A) 3 g w Ext(C, g) E Hom,(Ext,(C, X), ExtR(C, A)) 
ein Epimorphismus von G-Rechtsmoduln. 
Fur den Beweis benotigen wir einen Hilfssatz. 
HILFSSATZ 3. Die Abbildung 5 : Ext,(C, X) + Tr C OR X, r(0 +X+ 
M + C-t 0) = x1=, k(yi) 0 (pi) d; h, ist ein Monomorphismus von T- 
Linksmoduln. Dabei ist (viypi)i=, ,..., n eine Dualbasis von P,, h ist gegeben 
durch 
0-K,-P,-C-O 
I* i II 
o-x -M-C-O, 
und di ist die Abbildung P, 3p I-+ d,(p) E K,. 
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Beweis. In dem Diagramm 




Hom,(P, , X) 3 Hom,(K,, X) 5 Ext,(C, X) - 0 
sei die obere Zeile das Tensorprodukt der Folge P$ +df P,* +k Tr C + 0 mit 
X, die untere Zeile sei ein Teil der langen exakten Folge von Ext (mit dem 
verbindenden Homomorphismus 6), und a,, a, seien die kanonischen 
Isomorphismen. Da Hom(d;, X) injektiv ist, wird die von a, und 
Horn@;, X) a, induzierte Abbildung r ebenfalls injektiv. Man kann 
nachrechnen, da13 r von der angegebenen Form und T-linear ist. 
Beweis. von Satz 2. Wir bemerken zuerst, dal3 die Abbildung 
Hom(Ext,(C,X), a) ein Isomorphismus von G-Rechtsmoduln ist (a wie in 
Satz 1). Das folgt aus der Tatsache, da13 das Bild eines jeden T- 
Homomorphismus von Ext,(C, X) nach E von P(Tr C, Tr C) annulliert wird, 
also in a(Ext,(C,A) liegt. Wir zeigen jetzt die Kommutativitat des 
Diagramms 
Hom,(X, A) = Hom,(X, Hom,(Tr C, E)) 
adj 





Hom,(Ext,(C, X), Ext,(C, A)) w Hom,(Ext,(C, X), E), 
darin sei 7 wie in Hilfssatz 3 erklart. 
Man berechnet fur g E Hom,(X, A) und (0 +X-+ M + C + 0) E 
Ext,(C, X) : 
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P,LP$+C-0 
b I II 
O-A -N-C-0. 
Andererseits ist (Hom(r, E) adj)( g)(O + X+ M + C + 0) = c;= 1 (k(yi)) 
((Pi) dl k), w&i 
O-K,- i P,ee,C+O 
i” I II 
O--+X-M-C-O. 
Aus dem Diagram 
P,~Po_lie,C---+O 
Pii /I II 
o+~y)~~‘o 
o----+x- M-C-O 
lg I II 
O-A -Iv----+C-O 
llljt sich ablesen, darj c = d; hg gewlhlt werden kann. Da die G-Linearitat 
von Ext(C, -) klar ist, folgt daraus Satz 2. 
An dieser Stelle sol1 ein Zusammenhang der Satze i(3) und 2 mit dem 
Begriff der fast zerfallenden Folge (almost split sequence, siehe z. B. [3] oder 
[ 11) diskutiert werden. Eine nicht zerfallende exakte Folge von R-Moduln 
O-+A-+“B +4 C + 0 heil3t fast zerfallend, wenn jeder in A startende R- 
Homomorphismus, der nicht ein zerfallender Monomorphismus ist, tiber a 
faktorisiert werden kann, und wenn die duale Aussage fur p ebenfalls gilt. 
Fast zerfallende Folgen haben sich in den letzten Jahren als Purjerst 
niitzliches Hilfsmittel in der Darstellungstheorie von Artin-Algebren und von 
artinschen Ringen erwiesen. Wir geben jetzt einen Existenzsatz iiber fast 
erfallende Folgen an. 
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SATZ 4. Gegeben seien R-Moduln A und C, deren Endomorphismen- 
ringe G und D lokal sind. C sei nicht projektiv. Sei 4ExtR(C, A) ein mini- 
maler injektiver Kogenerator, und sei fur jeden R-Modul X die Abbildung 
Ext(C, -): Hom,(X, A)3 g b Ext(C, g) E Hom,(Ext,(C, X), WAC, A 1) 
surjektiv. Dann ist jedes erzeugende Element (a,@ des Sockels von 
,Ext,(C, A) eine fast zerfallende Folge. 
Beweis. Angenommen, g E Hom,(A, X) Ial& sich nicht iiber a 
faktorisieren, das bedeutet (a,b)g # 0. Wir miissen zeigen, da13 g ein 
zerfallender Monomorphismus ist. 
Wegen (a, /3) Ext(C, g) = (a, /3) g # 0 ist die Einschrankung von Ext(C, g) 
auf den einfachen Sockel von ,Ext(C, A) ein Monomorphismus. Nach 
Voraussetzung ist So(,Ext,(C, A)) ein grol3er Untermodul des injektiven 
Moduls ,Ext,(C, A). Daher ist Ext(C, g) ein zerfallender Monomorphismus, 
und es existiert 4 E Hom,(Ext,(C, X), Ext,(C, A)), so da13 Ext(C, g) 4 die 
identische Abbildung ist. Wegen der Surjektivitlt von Ext(C, -) wird $ 
induziert von einem g’ E Hom,(X, A), und man erhllt die Gleichung 
Ext(C, gg’) = id(Ext,(C, A)). 
Bekanntlich ist der Sockel eines injektiven Moduls enthalten im Sockel 
dieses Moduls iiber seinem Endomorphismenring (siehe [4, Hilfssatz 
12.3.21). Zusammen mit dem surjektiven Ringhomomorphismus G 3 s w 
Ext(C, s) E End(,Ext,(C, A)) liefert diese Aussage die Inklusion 
So(,Ext,(C, A)) c So(Ext,(C, A)o). 
Lage gg’ im Radikal von G, so folgte insbesondere (a,b) gg’ = 0, ein 
Widerspruch. Daher ist gg’ ein Isomorphismus, g ist ein zerfallender 
Monomorphismus, und (a,/?) ist links fast zerfallend. Der folgende bekannte 
Schlulj zeigt, da13 (a,P) such rechts fast zerfallend ist, wir fiihren ihn 
vollstlndigkeitshalber durch. Der Homomorphismus d E Hom,(Z, C) besitze 
keine Faktorisierung i.iber /I. Dann ist (a,,p,) := d(a,b) # 0, und es existiert 
ein Homomorphismus d,, so da13 ad, = a, gilt. Sei d’ von d, induziert. Dann 
ist 0 # (a, /3) = d’d(a, p), also d’d nicht in Ra(D) enthalten, und d ist ein 
zerfallender Epimorphismus. 
Als Anwendung von Satz 4 betrachten wir den Fall, da13 C ein nichtpro- 
jektiver endlich prlsentierter R-Modul mit lokalem Endomorphismenring ist. 
Sei T = End(Tr C,), und sei TE eine injektive Htille des einfachen T-Moduls, 
der von P(Tr C, Tr C) annulliert wird. Sei A = Hom,(Tr C, E). Aus den 
Satzen l(3) und 2 folgt, dal3 damit die Voraussetzungenvon Satz 4 erfiillt 
sind. Wir erhalten als Folgerung: 
FOLGERUNG 5. Ist C ein nichtprojektiver endlich prasentierter R-Modul 
mit lokalem Endomorphismenring, so existiert eine fast zerfallende Folge 
O+Hom,(TrC,E)+B-+C+O. 
Wir wenden uns nun unserer Ausgangsfrage nach der Realisierbarkeit von 
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A-Moduln durch Erweiterungsgruppen zu und formulieren unseren 
Hauptsatz. Die Satze l(3) und 2 werden sich als entscheidende Hilfsmittel 
erweisen. Da wir in Satz 2 keine Endlichkeitsbedingung an X zu stellen 
brauchten, konnen wir den Beweis von [3, Proposition 3.51 mit wenig Mtihe 
ablndern und fur unsere allgemeinere Situation ubernehmen. 
SATZ 6. Sei C ein endlich prdsentierter R-Modul. Sei A wie in Satz 1 
erkldrt. 
(1) Ist Ext,(C, R) = 0, so existiert ein R-Modul L derart, dc$ 
,Ext,(C, L) ein Generator ist. 
Falls auJerdem RR und RA noethersch sowie dA und ,Ext,(C, A) artinsch 
sind, kann L endlich erzeugt gewahlt werden. 
(2) Ist Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C), so gibt es zu jedem A-Modul B 
einen R-Modul L, so daJ 4Q zu AExt,(C, L) isomorph ist. Seien auJerdem 
RR, RA und RC noethersch sowie 4A, dExtR(C, A) und .Hom,(C, A) artinsch. 
Dann kann L endlich erzeugt gewdhlt werden, wenn Q endlich erzeugt ist. 
Beweis. (1) Nach Satz l(3) existiert eine Aufldsung 
Nach Satz 2 ist die Abbildung Ext(C, -): Hom,(A’, A) + Hom,(Ext,(C, A’), 
Ext,(C, A >> surjektiv, folglich existiert h E Hom,(A’, A=‘) mit 
Ext(C, -)J(h) = c. Sei P -+I AJ + 0 eine projektive Erweiterung von AJ, und 
sei der R-Modul L so gewtihlt, da13 
O+LAPLIA’ (1.h) -AJ+O 
exakt ist. Dann ist 
Ext,(C, L) - Ext(C.i) E~~,(c, p u A’) EXt(C’(” h)) , Ext,(C, AJ) 
exakt. Wegen Ext,(C, R) = 0 und C endlich prhentiert ist such 
Ext,(C, P) = 0, folglich ist 
Ext,(C, L) Ext(C. Ext,(C, A’) Ext(C, Ext,(C, AJ) 
exakt. Ein Vergleich mit der zu Beginn des Beweises gewlhlten Auflljsung 
von A liefert einen Epimorphismus von Ext,(C, L) auf A, daher ist 
dExtR(C, L) ein Generator. 
Der Zusatz in (1) folgt aus der Konstruktion von L. 
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(2) Zu gegebenem A-Modul 0 wlhle man eine Auflosung 
Seien 1 und h wie in (1) definiert. 
Sei H ein Erzeugendensystem von .Hom,(C, A “) und sei 
g E Hom,(C (H), AJ) definiert durch g((ch)hGH) = ChGl,.c,+o (c,,) h. Sei 
L = Ke( g, 1, h), dann hat man eine exakte Folge 
Nach Konstruktion von g ist Hom(C, (g, 1, h)) surjektiv, daher erhllt man 
eine exakte Folge 
O+Ext,(C,L)= Ext,(C, CtH’ II P LI A’) = Ext,(C, AJ), 
in der nach Voraussetzung C W) II P gestrichen und Ext(C, (g, 1, h)) durch 
Ext(C, h) ersetzt werden konnen. Ein Vergleich mit der oben gewtihlten 
Auflosung von Q liefert einen Isomorphismus & z ,Ext,(C, L), was zu 
zeigen war. Der Zusatz in (2) folgt wieder aus der Konstruktion von L. 
FOLGERUNG 7. Seien C und A wie in Satz 6. Seien RR, d und RC 
noethersch sowie dA, dExtR(C,A) und ,Hom,(C, A) artinsch. Sei 
Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C). Dann ist die Kardinalitiit der Menge der 
Isomorphieklassen unzerlegbarer endlich erzeugter A-Linksmoduln hochstens 
so groJ wie die der unzerlegbaren endlich erzeugten R-Linksmoduln. 
FOLGERUNG 8. Sei R ein Ring vom endlichen Modultyp, und sei C ein 
endlich erzeugter R-Modul mit der Eigenschaft Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C). 
Dann ist A ein Ring vom endlichen Modultyp. 
Im Hinblick auf Satz 6 ist die Frage von Interesse, welche endlich prasen- 
tierten R-Moduln C die Bedingung Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C) erftillen, und 
welche Ringe in der Rolle von A = End(,C)/P(C, C) auftreten. Dazu geben 
wir hier ein Beispiel an. 
BEISPIEL 9. Seien 0 ein beliebiger Ring und M ein endlich erzeugter O- 
Modul mit der Eigenschaft M* = Horn&M, 0) = 0. Sei S = End(,M). Wir 
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deJnieren R = (“, y) und RC = (: r )/(“, E’). Dann gelten folgende 
A ussagen : 
(1) C ist endlich prlisentiert. 
(2) Ext,(C, R) = 0 = Ext,(C, C). 
(3) End(J) z S und P(C, C) = 0. 
Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Definition von C. 
(2) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wir betrachten die exakte 
FolgeO-+K-+‘R-+“C-+OmitK=(~ y ). Fiir einen R-Modul N gilt genau 
dann die Gleichung Ext,(C, N) = 0, wenn sich jeder R-Homomorphismus 
von K nach N iiber I faktorisieren Iti&. Wir weisen jetzt diese Eigenschaft fiir 
N= C und fiir N= R nach. 
Sei zunlchst a E Hom,(K, C). Dann gilt (“, 7) OL = (i E)(“, f) 
a c (A i) C = 0, also a = 0, und die Faktorisierbarkeit von a iiber I folgt 
trivial. 
Sei jetzt p E Hom,(K, R). Dann ist /3 zusammengesetzt aus 
P, E Hom,((?, ?I, (“, fi’)) und P2 E Hom,(( t 8 1, (“, i’>). P, ist meben 
durch Rechtsmultiplikation mit geeignetem (i t) E R (das zeigt man wie in 
[5, Theorem 3.11; dabei geht die Eigenschaft M* = 0 ein). p2 ist durch das 
Bild von (A i) festgelegt und ist daher durch Rechtsmultiplikation mit einem 
gewissen (“0 r) E R gegeben. Daraus folgt (2). 
(3) Die Eigenschaft S L% EnddC) folgt sofort aus der Tatsache, da13 K 
ein zweiseitiges Ideal in R ist. Es geniigt jetzt zu zeigen, darj 
Hom,(C, R) = 0 gilt, dann folgt P(C, C) = 0. Fi.ir y E Hom,(C, R) gilt ($ $) 
y= (i y)(g T) y= (t y)(: 3)= (: %) mit FE S, und daher 0= (“, y)(t %) 
y= (“, r)(“, 9) = (“, y), also f= 0. 
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